
Степень точки относительно окружности Лист 4

Радикальные оси и радикальный центр
1. Четырехугольник ABCD без параллельных сторон вписан в окружность. Для каждой
пары касающихся окружностей, одна из которых имеет хорду AB, а другая — хорду CD,
отметим их точку касания X. Докажите, что все такие точки X лежат на одной окружности.

2. Докажите, что радикальным центром вневписанных окружностей wa, wb и wc треугольника
ABC является центр окружности, вписанной в серединный треугольник.

3. Окружности w1 и w2 пересекаются в точках M и N . Докажите, что если вершины A и
C некоторого прямоугольника ABCD лежат на окружности w1, а вершины B и D — на
окружности w2, то точка пересечения его диагоналей лежит на прямой MN .

4. 1 Из точки P , находящейся внутри треугольникаABC, опущены перпендикуляры PA1, PB1

и PC1 на стороны BC,CA и AB соответственно. Пусть окружность (A1B1C1) вторично пе-
ресекает сторону AC в точке B2. Докажите, что прямые AC,A1C1 и перпендикуляр из P к
прямой BB2 пересекаются в одной точке или параллельны друг друг.

5. Окружность w1, проходящая через вершины A и D неравнобедренной трапеции ABCD
(AD ‖ BC), пересекает боковые стороны трапеции в точках P и Q, а диагонали — в точках
M и N (получившиеся точки отличны от вершин трапеции). Докажите, что прямые PQ,MN
и BC пересекаются в одной точке.

6. В неравнобедренном треугольнике ABC угол ∠B равен 60◦. Точки I, O являются центрами
вписанной и описанной окружностей. Докажите, что серединный перпендикуляр к отрезку
BI, прямые OI, AC пересекаются в одной точке.

7. Точки A1 и A2 лежат на стороне BC, точки B1 и B2 — на стороне AC, C1 и C2 — на стороне
AB. Известно, что точки A1, A2, B1 и B2 лежат на одной окружности, точки B1, B2, C1 и C2

лежат на одной окружности, точки C1, C2, A1 и A2 лежат на одной окружности. Докажите,
что все шесть точек лежат на одной окружности.

8. 2 Окружность, вписанная в треугольник ABC, касается сторон BC, CA, AB в точках A′,
B′, C ′ соответственно. Прямые AA′, BB′ и CC ′ пересекаются в точке G. Окружность (GA′B′)
вторично пересекает прямые AC и BC в точках CA и CB. Аналогично определяются точки
AB, AC , BC , BA. Докажите, что точки AB, AC , BC , BA, CA, CB лежат на одной окружности.

9. Вписанная окружность w треугольника ABC касается его сторон BC, AC, AB в точках
A′, B′, C ′ соответственно. Точки K и L на окружности w таковы, что ∠AKB′ + ∠BKA′ =
∠ALB′ + ∠BLA′ = 180◦. Докажите, что прямая KL равноудалена от точек A′, B′, C ′.

10. 3 Прямые, касающиеся окружности w (с центром в точке I) в точках A и B, пересекаются
в точке O. На меньшей дуге AB окружности w выбрана точка C, отличная от середины дуги.
Прямые AC и OB пересекаются в точке D, а прямые BC и OA — в точке E. Докажите, что
центры описанных окружностей треугольников ACE,BCD и OCI лежат на одной прямой.
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