
Средняя линия. Параллелограмм Вариньона

Для разбора

1. (!) ГМТ Вершину треугольника соединяют с произвольной точ-
кой на его стороне. Докажите, что середины всех полученных
отрезков лежат на одной прямой.

2. Где может находиться прямая, равноудаленная от всех вершин
треугольника? Сколько всего таких прямых?

3. (!) Проекция на внешние биссектрисы В треугольнике ABC
провели биссектрисы внешних углов B и C. Точки P и Q— осно-
вания перпендикуляров, опущенных из вершины A на эти бис-
сектрисы. Докажите, что отрезок PQ равен полупериметру тре-
угольника ABC.

4. Параллелограмм Вариньона Выпуклый и невыпуклый четы-
рехугольник.

5. Параллелограмм Вариньона В выпуклом четырёхугольни-
ке прямая, проходящая через середины двух противоположных
сторон, образует равные углы с диагоналями четырёхугольника.
Докажите, что диагонали равны.1

6. ∗ Диагонали выпуклого четырёхугольника ABCD взаимно пер-
пендикулярны. Через середины сторон AB и AD проведены пря-
мые, перпендикулярные противоположным сторонам CD и CB
соответственно. Докажите, что эти прямые и прямая AC имеют
общую точку. 2

Для самостоятельного решения

1. Докажите свойство средней линии трапеции с помощью средней
линии треугольника.

2. Дана точка M внутри угла PAQ. Постройте точки B и C на
сторонах угла так, чтобы отрезок BC разделился точкой M по-
полам.

1Всесоюзная олимпиада по математике, 1990.
2Всероссийская олимпиада школьников, 1988, 9 класс

3. Точки A1, B1, C1 симметричны произвольной точке O относи-
тельно середин сторон соответственно BC, AC и AB треуголь-
ника ABC. Докажите, что треугольник A1B1C1 равен треуголь-
нику ABC.

4. Отрезок, соединяющий середины двух противоположных сторон
выпуклого четырёхугольника, равен полусумме двух других сто-
рон. Докажите, что этот четырёхугольник— трапеция или па-
раллелограмм.3

5. Проекция на биссектрисы В треугольнике ABC провели бис-
сектрисы углов A и C. Точки P и Q— основания перпендикуля-
ров, опущенных из вершины B на эти биссектрисы. Докажите,
что отрезок PQ параллелен стороне AC.4

6. Вершины A, B и C треугольника соединены с точками соответ-
ственно A1, B1 и C1, расположенными произвольно на противо-
положных сторонах (но не в вершинах). Докажите, что середины
отрезков AA1, BB1 и CC1 не лежат на одной прямой.5

7. В треугольнике ABC со сторонами AB = 4, AC = 6 проведена
биссектриса угла A. Из вершины B на эту биссектрису опущен
перпендикуляр BH. Найдите MH, где M — середина BC. 6

8. Параллелограмм Вариньона На стороне AB четырёхуголь-
ника ABCD отмечены точки K и L, а на стороне CD— точки M
и N . При этом AK = KL = LB и CM = MN = ND. Докажите,
что середины отрезков LM , KN и середины сторон BC и AD
лежат на одной прямой.7

9. В трапеции ABCD основание BC в два раза меньше основания
AD. Из вершины D опущен перпендикуляр DE на сторону AB.
Докажите, что CE = CD.

3Московская математическая олимпиада, 1948, 7–8 классы
4Московская математическая олимпиада, 1994, 8 класс
5Московская математическая олимпиада,1945, 7-8 классы; Вступительный эк-

замен в МФТИ, 1953, билет 7, №3; Турнир городов, 1993.
6из сингапурских олимпиад
7Всероссийская олимпиада школьников. 1981, 9 класс.
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10. Постройте треугольник ABC, зная три точки A1, B1 и C1, сим-
метричные центру O описанной окружности этого треугольника
относительно прямых BC, CA и AB. 8

11. В треугольнике ABC высота AH проходит через середину ме-
дианы BM . Докажите, что в треугольнике BMC также одна из
высот проходит через середину одной из медиан.9

12. В равнобедренном треугольнике ABC из середины H основания
BC опущен перпендикуляр HE на боковую сторону AC; O—
середина отрезка HE. Докажите, что прямые AO и BE перпен-
дикулярны. 10

13. Дан невыпуклый несамопересекающийся четырёхугольник, ко-
торый имеет три внутренних угла по 45◦. Докажите, что середи-
ны его сторон лежат в вершинах квадрата.11

Сложные задачи

14. ∗ Точки M и N — середины боковых сторон AB и CD трапеции
ABCD. Перпендикуляр, опущенный из точки M на диагональ
AC, и перпендикуляр, опущенный из точки N на диагональ BD,
пересекаются в точке P . Докажите, что PA = PD. 12

15. Внутри параллелограмма ABCD отметили точку E так, что
CD = CE. Докажите, что прямая DE перпендикулярна прямой,
проходящей через середины отрезков AE и BC.13

16. В треугольнике ABC точка I —центр вписанной окружности.
Точки M и N — середины сторон BC и AC соответственно. Из-
вестно, что угол AIN прямой. Докажите, что угол BIM — также
прямой.14

8Московская математическая олимпиада, 1940, 9-10 классы
9устная олимпиада по геометрии им. И. Ф. Шарыгина, 2015, 8-9 класс

10Всероссийская олимпиада школьников, 1962, 10 класс
11Турнир городов,1993.
12Московская математическая олимпиада, 2011, 8 класс
13Московская математическая олимпиада, 2015, 8 класс
14Московская математическая олимпиада, 2010, 8 класс


