
Правило крайнего в геометрии

Для разбора

1. В треугольнике наименьший угол: α 6 60◦, наи-
больший угол: α > 60◦.

2. Наибольшее ребро. Числа. Докажите, что в любой
треугольной пирамиде есть ребро, такое что все четыре
плоские угла, которые прилегают к этому ребру – острые.

3. «Наибольшая» грань. Принцип Дирихле. Докажи-
те, что в любом многограннике найдутся две грани с рав-
ным числом сторон.

4. А) Система координат. Выбор удобной с.к. Наи-
меньшая координата. Числа. На плоскости задано
некоторое множество точек M такое, что каждая точка
из M является серединой отрезка, соединяющего какую-
либо пару точек из M . Докажите, что множество M со-
держит бесконечное множество точек.

Б) Выпуклая оболочка.

5. Система координат. Выбор удобной с.к. Упоря-
доченные числа. Перестройка решения. Докажите,
что любые 2n точек на плоскости являются концами n
непересекающихся отрезков.

6. «Наименьшая» ломаная. Числа. Перестройка ре-
шения. На плоскости даны n точек, никакие три из ко-
торых не лежат на одной прямой. Доказать, что можно
построить несамопересекающуюся замкнутую ломаную с
вершинами в этих точках.

Для самостоятельного решения

1. На прямой задано множество точек M такое, что каж-
дая точка из M является серединой отрезка, соединяю-
щего две другие точки из M . Докажите, что множество
M бесконечно.

2. На полях бесконечной шахматной доски написаны на-
туральные числа так, что каждое число равно средне-
му арифметическому четырех соседних чисел – верхнего,
нижнего, правого и левого. Докажите, что все числа на
доске равны между собой.

3. На каждой из планет некоторой солнечной системы нахо-
дится астроном, наблюдающий ближайшую планету. Рас-
стояния между планетами попарно различны. Докажите,
что если число планет нечетно, то какую-нибудь планету
никто не наблюдает.

4. На плоскости расположено несколько точек, все попар-
ные расстояния между которыми различны. Каждую из
этих точек соединяют с ближайшей. Может ли при этом
получиться замкнутая ломаная?

5. На плоскости даны n красных и n синих точек, никакие
три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что
можно провести n отрезков с разноцветными концами, не
имеющих общих точек.

6. Докажите, что в любом описанном многоугольнике най-
дутся три стороны, из которых можно составить тре-
угольник.

7. Можно ли на плоскости расположить 1000 отрезков так,
чтобы каждый отрезок обоими концами упирался строго
внутрь других отрезков?

Переход на другой уровень
↓



Серьезные задачи

1. В некоторой стране 1000 аэродромов, причем все попар-
ные расстояния между ними различны. С каждого аэро-
дрома поднимается самолет и летит на ближайший к
нему аэродром. Докажите, что на один аэродром не мо-
жет прилететь больше пяти самолетов.

2. Треугольник разрезан на несколько выпуклых много-
угольников. Докажите, что либо среди них найдётся тре-
угольник, либо хотя бы два из этих многоугольников име-
ют одинаковое количество вершин.

3. Существует ли на плоскости конечное множество M из n
точек (n > 4) общего положения такое, что для любых
трех точек A, B, C из M ортоцентр треугольника ABC
также принадлежит M?

4. Докажите, что среди 5 точек общего положения на плос-
кости можно выбрать 3 вершины тупоугольного треуголь-
ника.

5. На плоскости проведено N прямых (N > 2). Никакие две
из них не параллельны, никакие три не пересекаются в
одной точке. Эти прямые разрезают плоскость на части.
Докажите, что какую из N прямых мы бы не взяли, хотя
бы одна из примыкающих к ней частей плоскости явля-
ется треугольником.

6. На плоскости расположены N прямых (N > 2). Любые
две прямые пересекаются и через каждую точку пересе-
чения проходят не менее трех из данных прямых. Дока-
жите, что все прямые пересекаются в одной точке.


