
Двудольные графы. Лемма Холла 
 
Условие разнообразия:  для любого k любому набору из k юношей в совокупности 
знакомы не менее k девушек. 
Лемма Холла (лемма о свадьбах). Есть n юношей и несколько ( n ) девушек. Тогда 
все юноши могут выбрать по невесте из числа своих знакомых тогда и только тогда, 
когда выполнено условие разнообразия. 
 

Задачи для обсуждения 
 

1. В каждой строке и в каждом столбце шахматной доски стоят по три ладьи. 
Докажите, что можно выбрать 8 ладей, не бьющих друг друга. 
 

2. Докажите, что ребра двудольного графа, степень каждой вершины которого равна k, 
можно правильно раскрасить в k цветов (из каждой вершины должны выходить ребра 
всех цветов по одному разу). 
 

3. Прямоугольник nm   ( nm  ) называется латинским прямоугольником, если он 
заполнен натуральными числами от 1 до n так, что в каждой строчке и в каждом 
столбце стоят разные числа. Докажите, что латинский прямоугольник можно 
дополнить до латинского квадрата nn . 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

1. Из шахматной доски вырезали 7 клеток. Докажите, что на оставшиеся клетки можно 
поставить 8 не бьющих друг друга ладей. 
 

2. В школе стоит n компьютеров и n школьникам нужен компьютер. Каждому нравятся 
какие-то m, и каждый компьютер нравится каким-то m ученикам. Доказать, что им нет 
необходимости драться за компьютеры. 
 

3. В множестве Q 2017 элементов. Докажите, что ко всем 1008-элементным 
подмножествам можно добавить по одному элементу так, чтобы все получившиеся 
1009-элементные подмножества были бы различны. 
 

4. Пусть в таблице nn  записаны неотрицательные числа и суммы чисел в каждой 
строке и в каждом столбце равны 1. Докажите, что можно выбрать n клеток таблицы, 
из которых никакие две не стоят в одном и том же столбце и в одной и той же строке, и 
при этом в каждой выбранной клетке число будет положительным. 
 

5. Есть n юношей и n девушек. Каждый юноша знает хотя бы одну девушку. Докажите, 
что тогда юношей можно поженить на знакомых девушках так, чтобы женатые юноши 
не знали незамужних девушек. 
 

6. Имеется множество юношей, каждый из которых знаком с некоторыми девушками. 
Две свахи знают, кто с кем знаком. Одна сваха заявила: «Я могу одновременно женить 
всех юношей так, чтобы каждый женился на знакомой ему девушке!» Вторая сваха 
заявила: «А я могу устроить судьбу всех блондинок: каждая сможет выйти за 
знакомого юношу!» Это диалог услышал сентиментальный любитель математики и 
заявил: «В таком случае я могу сделать и то, и другое!» Прав ли он? 
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