
Степень точки относительно окружности Лист 2

1 Критерий вписанности четырехугольника
1. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = BC) проведена биссектриса AM . На луче CA отложен
отрезок CN , равный BM . Докажите, что точки A,B,M и N лежат на одной окружности.

2. Пусть в остроугольном треугольнике ABC проведена высота BB0, а из точки B0 опущены перпен-
дикуляры B0A1 и B0C1 к сторонам AB и BC соответственно. Докажите, что точки A,A1, C1 и C лежат
на одной окружности.

3. Пусть окружности w1 и w2 пересекаются в точках A и B. В окружности w1 проведён диаметр
X1Y1, который параллелен касательной к w2, проходящей через A. Аналогично, в окружности w2

проведён диаметр X2Y2 параллельный касательной к w1, проходящей через точку A. Докажите, что
точки X1, Y1, X2 и Y2 лежат на одной окружности.

4. В остроугольном треугольнике ABC проведены два луча l1 и l2, выходящих из точки B и пересе-
кающих сторону AC. Оказалось, что они симметричны относительно биссектрисы угла B. Докажите,
что проекции точек A и C на эти лучи лежат на одной окружности.

5. 1 Окружность w касается сторон угла BAC в точках B и C. Прямая ` пересекает отрезки AB и AC
в точках K и L соответственно. Окружность w пересекает ` в точках P и Q. Точки S и T выбраны на
отрезке BC так, что KS||AC и LT ||AB. Докажите, что точки P,Q, S и T лежат на одной окружности.

6. Через точку S, лежащую вне окружности w с центром O, проведены две касательные, касающиеся
окружности в точках A и B, и секущая, пересекающая окружность в точках M и N . Прямые AB и
SO пересекаются в точке K. Докажите, что точки M,N,K и O лежат на одной окружности.

7. 2 Пусть касательная к описанной окружности неравнобедренного остроугольного треугольника
ABC, проведенная в точке B, пересекает луч AC в точке K. Пусть точка L симметрична точке B
относительно точки K, а M симметрична C относительно прямой BK. Докажите, что точки M,L,A
и B лежат на одной окружности.

8. В остроугольном треугольнике высоты AA1, BB1 и CC1 пересекаются в точке H, а O — центр его
описанной окружности. Докажите, что точка B2, симметричная точке B относительно прямой A1C1,
лежит на описанной окружности треугольника HOB1.

9. 3 Пусть точка B0 — середина стороны AC треугольника ABC, а точки A1 и A2 — центры вписанной и
касающейся AB вневписанной окружности треугольника ABB0. Аналогично для треугольника CBB0

определим точки C1 и C2. Докажите, что четырехугольник A1A2C2C1 — вписанный.

10. 4 Дан параллелограмм ABCD с тупым углом A. Точка H — основание перпендикуляра, опущен-
ного из точки A на BC. Продолжение медианы CM треугольника ABC пересекает описанную около
него окружность в точке K. Докажите, что точки K,H,C и D лежат на одной окружности.

11. 5 Через центр I вписанной в треугольник ABC окружности проведена прямая, перпендикулярная
прямой AI и пересекающая прямую BC в точке M . Из точки I на прямую AM опущен перпендикуляр
ID. Докажите, что точки A,B,C и D лежат на одной окружности.

12. 6 В остроугольном треугольнике точка I — центр вписанной окружности, точка O — центр опи-
санной окружности и точка Ib — центр вписанной окружности, касающейся стороны AC и продол-
жений строн AB и BC. Точка B′ симметрична вершине B относительно прямой AC. Докажите, что
∠IOIb = ∠IB′Ib.
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